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Fyrsti hluti

1. Tilraunarglas inniheldur eina bakteriu. Eftir tveer minttur skiptir bakterian
sér 1 tveer nakvaemlega eins bakteriur. Eftir tveer mintutur i vioboét skipta
pessar tveer bakteriur sér aftur, svo peer eru pa ordnar fjérar. Svona heldur
petta afram og eftir nakveemlega klukkustund er tilraunaglasio oroid fullt.
Hvad hefdi pad tekid langan tima ef glasio hefdi byrjad med fjérar slikar
bakteriur?

[]30 minutur X 56 mindtur [ 58 mindtur ] 60 mintGtur

Skyring. Eftir fjérar mintatur eru fjérar bakterfur { glasinu. Par sem bad tekur 60
minutur fyrir eina bakteriu ad skipta sér pannig a0 hun fylli glasio pa tekur pad hana
56 minutur eftir ad hin hefur skipt sér 1 fernt, ad fylla tilraunaglasid. Pvi tekur pad
56 minitur fyrir fjérar bakteriur ad fylla glasio.

2. Hringur med geisla af lengd r = 2v/3 snertir allar
hlidar reglulegs sexhyrnings. Hver er hlidarlengd sex-
hyrningsins?

L1 12 13 X 4

Skyring. Ef vid drégum strikin fr4 midju hringsins ad hornpunktum sexhyrningsins
pa skiptum vid honum i 6 reglulega prihyrninga. Geislinn fr4 midju hringsins ad
snertipunktar vid hlid sexhyrnings er heed i prihyrningnum med pa hlid og haedin
skiptir hlidinni i helminga.

T

Ef x stendur fyrir hlidarlengd sexhyrningsins og par med 2

hlidarlengd prihyrningsins pa feest a0 geislinn asamt

halfri hlid prihyrningsins mynda rétthyrndan prihyrn-

ing med langhlio sem er métlaeg hlio prihyrningsins. Af

setningu Pypagoéras faest ad (z/2)* + r? = z?%, bad er
3 4 4

r? = sz. bvi er 2% = 57’2 = 5(2\/3)2 =3 12 = 16.

bvier x = 4.

3. Ef f:R—Rerfall, f(1) =3 o0g f(z) — f(y) =x —y, hvad er b4 f(20)?

-1 3 [J20 X 22

Skyring. Setjum y +— 1 og faum f(x) —3 = f(z) — f(1) =2 — 1 svo f(z) = v + 2.
bvi feest ad f(20) =20 + 2 = 22.
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4. Hve stér eru hornin { immhyrndri reglulegri stjérnu?

X 36° []45° []48° [] 54°

Skyring. Latum A, B, C, D og E vera hornpunkta stjérnunnar pannig ad hlidar
stjornunar séu strikin AB, BC, CD, DE og FA. Latum o vera sterd snuningsins
sem snyr strikinu AF um A yfir i strikid AB. Hann er jafnstér sniningnum sem snyr

strikinu AB um B yfir 1 strikio C'B bvi stjarnan er regluleg. Ef vid sniitum orinni AFE,
fra A til £ um horn af steerd o med midjur A, B, C, D og E i pessari r60 pa faum
vi0 Orvarnar E, C@, @, ﬁ og a0 lokum FA, bad er orina AF sntid um halfan
snuning. Par sem oOrvarnar ﬁ , C@ , 65 og Eﬁ liggja allar somu hlidar orvarinnar
AFE ba alyktum vio ad fimmfaldur sniningur ¢ sé sniningur um 180°. Pvi er o = 36°,
pbad er horn stjornunnar eru 36° af steerd.

p. A VU(UK\
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9. Steeroin /89 + 124/55 er jofn:

OvE+4v11 O2v5+3vV11 X 3v6+2v/11 045+ V11
Skyring. Nt eru /89 4 12/55, V54411, 2v/5+3v11, 3v/5+2V11 og 45+ /11

jakveaedar. Ef vid hefjum 1 annad veldi faest:

( 89 + 12@)2 =89 +12V/55
(V5 +4VII) =181 +8V55
(2v5 +3V11)" = 119 + 1255
(3v/5 +2VI1)" = 89+ 12v/55
(4v5 + \/ﬁ)2 — 91 +8V/55

Vid alyktum ad /89 + 12v/55 = 3v/5 + 2V/11.
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6. Fo6tbolti er samsettur tr 12 fimmhyrningum og 20 sexhyrningum. Hver horn-
punktur liggur ad ndkveemlega premur marghyrningum. Hvad eru margir
hornpunktar a fétbolta?

(] 30 X 60 (190 (] 180

Skyring. Samanlagour fjoldi horna marghyrninganna er 12-5+420-6 = 180. Par sem
hvert horn fétboltans liggur ad ndkvaemlega premur marghyrningum ba er prefaldur
fjoldi hornpunkta fétboltans einnig samanlagdur fjoldi horna marghyrningsins. Fjoldi
hornpunkta er pvi 60.

7. Setjum sem svo ad A, B, C, D og E séu punktar 4 linu pannig ad B sé &
milli C og F, C' sé 4 milli A og F og D sé 4 milli A og B. Hvad eftirfarandi
getur ekki gilt:

LJ C er 4dmilli Aog B [ Berdmilli Aog E
(] C er 4milli Aog D X D er 4 milli B og E

Skyring. Par sem B er 4 milli C og E og C er 4 milli A og E b4 er B 4 milli A og
E og C er amilli Aog B. Par sem B er a milli D og F pé er D ekki & milli B og F.

Ef vio r6ounum punktunum A, B, C', D og E & linuna pannig ad C' sé 4 milli A
og D, D sé & milli C og Bog BséamilliDogFE baer BamilliC og E, C & milli
Aog E og D & milli A og B. Pad getur pvi gerst ad C' sé 4 milli A og B.

A CD B E A DC B E

8. Hver er fjoldi leida fra (0, 0) til (4, 3) med skref-
unum til haegri — og upp 17

b

v

122 L] 24 X 35 []128

Skyring. Leioin tekur alltaf 4 skref til heegri og 3 skref upp, samtals 7 skref. Leidin
akvardast af hvar 1 rodinni skrefin upp eru. Vid purfum pvi ad velja 3 af skrefunum

7 til pess vera upp. Pad ma gera a (;) = % =T7-5 =35 vegu.
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9. A bordi liggja 7 evrumyntir. Framan & stendur hversu margar evrur myntin
er og aftan 4 er myntin merkt einhverju landi evrépusambandsins. Hvad parf
a0 snia vid morgum myntum til ad vera viss um a0 allar einnar evru myntir
& bordinu séu merktar DE?

Skyring. Vid purfum ad athuga hvort myntir sem syna 1€ hafi 6rugglega DE &
hinni hlidinni og vid purfum ad athuga myntirnar sem hafa tdkn annars lands en DE
séu hafi 6rugglega ekki 1€ & hinni hlidinni. Vid purfum pvi ad snita vid tveimur 1€
mynntum og einni FR mynnt, samtals premur mynntum.

10. Jafnan 2® — 8224 62 — 1 = 0 { breytunni 2 hefur prjar rauntolulausnir a, b, c.
Hvert er gildid 4 a? + b + ¢*?
X 52 [] 64 [180 L1 96

Skyring. Vid getum battad margliduna sem (x — a)(z — b)(x — ¢). Margfoldum
upp tr sviganum og faum z* — (a + b + ¢)a? + (ab + ac + be)xr — abe. Samanburdur
studla gefur ad a + b+ c = 8 og ab + ac + be = 6. Pvi faest ad a®> + b + 2 =
(a+b+c)?—2(ab+ac+bc) =8 —2-6=52.

Annar hluti

11. Hvada heiltolur a og b uppfylla 122¢+0 . 189420 — 363 . 23a+2b . 3a+6b—19
Svar. (a,b) = (2,1).

Skyring. Faum ad vinstri hlidin er
122a+b . 18a+2b — (22 . 3)2a+b . (2 . 32)a+26 _ 22(2a+b)+(a+2b) . 3(2a+b)+2(a+2b) — 25a+4b X 34a+5b
og bvi 36% = (2% - 3%)3 = 2%3 . 3%3 = 20 30 faest a0 heegri hlidin er

363 . 93a+2b | qa+6b—1 _ o96+(3a+2b) | 36+(a+6b—1) _ o3a+2b+6  3a-+6b+5

Par sem frumpattun reedra talna er 6tvirsed pa eru veldisvisar fyrir hvorn frumpatt
peir sému 1 heegri og vinstri hlio. Pvi feest

ba+4b =3a+20+6
4da+5b =a+6b+5

2a+2b =6

sem jafngildir
Jatns {Ba -

Med bvi ad leggja hélfa fyrri jofnuna vid seinni jéfnuna feest 3a—b+1(2a+2b) = 5+3,
b.e. 4a = 8 svo a = 2. Af seinni jofnunni feest a0 b =3a —5=3-2—-5=1. bPvier
(a,b) = (2,1).
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12. Hve margar talnanna 1,2,...,2022 eru deilanlegar med 3 eda 57
Svar. 944

Skyring. Setjum sem svo ad d sé jakvaed heiltala. Peer heiltélur sem eru deilanlegar
med d ma rita & forminu n - d fyrir n € Z. Sé m € N pé eru peer talnanna 1,2,...,m
sem er deilanlegar med d peaer tolur n - d, pannig a0 0 <n-d < m, bad er 0 <n < 7.

Pader 0 <n < {%J bar sem |z] er steersta heilalan sem er minni eda jofn x. Pvi er

n e {1, 2., {%J} svo n tekur {%J gildi. Pad eru pvi {%J talnanna 1,2,...,m sem
eru deilanlegar med d.
Fyrir nattirlegar tolur a og b tdknum vid steersta samdeili peirra med lem(a, b).

Tala er deilanleg med a og b ef og adeins ef hin er deilanleg med lem(a, b).

Fyrir nattarlegar tolur m og ¢ og endanlega runu (ay,as,...,a;) af jakveedum
heiltolum pa latum vid S(m, (a1, as, ..., ax),c) vera fjolda talnanna 1,2,...,m sem
eru deilanlegar med ¢ en ekki deilanlegar med neinni talnanna ay, as, ..., ax.

Skodum tolurnar 1,2, ..., m sem eru deilanlegar med m og ad minnsta kosti einni
talnanna ay, as, ..., ar. Vio getum flokkad peer eftir sidustu tolunni a; sem gengur upp
i hana. T6lurnar sem eru deilanlegar me0 a; en ekki neinna talnanna a; 1, a; 4o, ..., ax
eru S(m, (@41, @iy2, - . ., ax), lem(a;, ¢)). Pvi feest a0 fjoldi talnnan 1,2, ..., m sem eru
deilanlegar med m og ad minnsta kosti einni talnanna aq, as, ..., a; er

S(m, (ag,as, ...,ax),lem(ay, c)) + S(m, (as, aq, . . ., ax),lem(az, c)) + - - -

+ S(m, (),lem(ay, c)).

Fjoldi talnanna 1,2, ..., m sem er deilanlegur meo c er {%J sem einnig ma reikna sem

S(m, (a1, az,...,ax),c)+ (S(m, (ag,as, ..., ax),lem(aq, c))
+ S(m, (as,aq, ..., ax),lem(az, c)) + - - -
+ S(m, (),lCm(ak,c)))_

sem gefur

S(m, (ay,as,...,ax),c) = VSJ — (S(m7 (ag,as,...,ax),lem(ay,c))

+ S(m, (a3, ay, . . ., a),lem(ag, c)) + - - -

+ S(m, (),lcm(ak,c))>.
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Vid faum pvi ad fjoldi talnanna 1,2,...,2022 sem er deilanlegur med 3 eda 5 er

S(2022, (5), lem(3, 1)) + S(2022, (), lem(5, 1))

- ({20321 (2022, ()7lcm(3,5))> 4 {20521

1674 ] {2022D + {404 + EJ

12

674 — {134 + D + 404
15

(6 — 134) + 404

13. Prihyrningurinn ABAC er jafnarma med hlidar A
AB og AC jafnlangar og £ BAC' = 40°. A strikinu E
AB er punktur D pannig a0 LAC'D = 15° og & D
strikinu AC' er punktur F bannig a0 L ABE = C
35°. Hver er steerd hornsins ZAED?

Swvar. 30°

Skyring. Af setningu um summu steerda horna prihyrnings leidir ad £ BAC +
£LABC + LACB = 180°. Par sem £ BAC = 40° ba er LABC + LACB = 140°.
Par sem strikin AB og AC' eru jafnlong pa eru hornin ZABC og ZACB jafnstor. Par
sem £LABC = LACB ba er LABC = LACB = 70°.

Par sem D liggur & strikinu AB pa er D innan hornsins ZACB svo L{ACB =
LACD + £DCB. Pbar sem LACB = 70° og LACD = 15° ba feest ad LDCB =
55°. Af setningu um summu staerda horna prihyrnings leidir ad LCBD + £BCD +
£BDC = 180°. Par sem D liggur & strikinu AB pa er ZCBD = ZABC svo ACBD =
LABC =170°. Nt er LBCD = 55° svo £ BDC = 55°.

Par sem hornin ZBC'D og ZBDC' eru jafnstor pa eru strikin BC' og BD jafnlong.
Par sem E er a strikinu AC pa er E innan hornins ZABC svo L ABC = {ABFE +
LEBC. Par sem LABC = 70° og LABE = 35° ba er {EBC = 35°. Niu eru
hornin ZDBE og ZCBE jaintér, strikin BD og BC' eru jafnlong og strikid BE er
jafnlangt sjaflu sér svo strikin DE og C'E eru jafnlong. Nu liggur E & strikinu AC
svo ZECD = ZACD og bvi LECD = LACD = 15°.

Par sem strikin DE og C'E eru jafnlong pa eru hornin ZECD og ZEDC jafnstor.
bvier LEDC = 15°. Af setningu summu staerda horna prihyrnings leidir ad £LCE D+
LECD+ADEC = 180°. Par sem L EC'D = L{EDC = 15° paer LCED = 150°. Par
sem F liggur & strikinu AC' pa eru LZAED og ZCED grannhorn. bvi er LAED +
£LCED = 180°. Par sem £CED = 150° pba er LAED = 30°.
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14. Ritid eftirfarandi summu sem fullstytt brot:

1+1+1+ +1
1-2 2.3 3.4 99 - 100
Svar. 19—(?0
Skyring. Vio faum
1+1+1+ %J—
1-2 2.3 3.4 99 - 100
_<1 1>+<1 1)+<1 1>+ +(1 1)
S\l 2 2 3 3 4 99 100
_ 1199
1 100 100

15. 1 hlidinni 4 sivalningslaga stalrori er orlitid gat.
Innra bord rérsins er fullkomlega speglandi. A hve
marga vegu ma mioa leysigeisla inn 1 gatio pannig
a0 pad speglist nakveemlega 24 sinnum af innra
bordi roérsins adur en hann fer aftur it um gatio?
Til hlioar er ferill geisla sem speglast nakvaemlega
fiorum sinnum.

Svar. 20.

Skyring. Latum 6 vera snininginn um midju rorsins sem tekur gatio yfir { fyrsta
punktinn par sem geislinn speglast af rorinu. Latum x vera hlutfall § ur heilum
snining. Par sem geislinn kemur inn undir sama horni og hann endurvarpast pa er
snuningurinn um midju rorsins fra fyrsta endurvarpspunkti ad peim neest einnig 6.
Pvi er snuningurinn fra gatinu ad 6orum speglunarpunktinum 2z Ur heilum hring.
Almennt er sniningurinn um midju rorsins yfir 1 n-ta speglunar punkt nx tr heilum
snuning.

Par sem geislinn fer it um gatio eftir 24 speglanir pa tekur sntningurinn um
miodju rorsins um 25z ur heilum hring gatid yfir i sjalft sig. Pvi faest ad 252 tar heilum
snuningi er einhver fjoldi heilla sntininga, pad er 25x er heiltala. Par sem 0 < x < 1
béa er 0 < 25z < 25 svo 25x € {0,1,...,24}, bad er x € {%,%,...,%}.

Par sem geislinn lendir ekki { gatinu fyrr en eftir 24 speglanir pa er engin talnann
r,2x,. .., 24z heiltala. Setjum sem svo ad v = gz, m € Zogn € {1,...,24}. Nder

nr = 22 svo nx er heiltala ef og adeins ef 25 gengur upp { mn. Ef n er 6sampatta

25 pba gengur 25 upp 1 mn ef og adeins ef 25 gengur upp i m en pad stenst ekki par
sem 0 < n < 25. Efd > 1 er jakvaeo heiltala sem gengur upp 1 25 og m bé er
25/d € {1,...,24} og (25/d) - x = n/d sem er heiltala.

Vio alyktum ad naudsynlegt og naegjanlegt skilyroi fyrir pvi ad geislinn speglist

nakvaemlega 24 sinnum innan { rérinu adur en hann fer aftur ut um gatio s¢ ad r = 3

par sem m € {0,1,...,24} og m er ésambatta 25. Nu er 5 eini frumpattur 25 svo m
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er sampatta 25 ef og adeins ef m er deilanleg med 5 en pad eru télurnar 0, 5, 10, 15, 20
sem er 25/5 = 5 talsins. Fjoldi gilda & m (og par med & x) er 25 —5 = 20. Pad m4 pvi
mida geislanum & 20 vegu inn i rori0 pannig ad hann speglist ndkveemlega 24 sinnum
af innra bordi pess 40ur en hann fer aftur Gt um gatio.

Pridji hluti

16. Gutti er ad leggja saman jakvaedar heiltolur a og b { vasareikni en gleymir ad
stimpla inn sidasta tolustaf a, sem er 3, og feer it 222. Ef hann hefdi gleymt
a0 stimpla inn sidasta tolustaf b { stad sidasta tolustafs a hefdi itkoman verid
500. Hverjar eru tolurnar a og b7

Lausn 1. Latum z vera toluna sem foest med pvi ad sleppa sidasta tolustaf a og
y vera toluna sem faest med pvi ad sleppa sidasta tolustaf b. P4 er a = 10z + 3 og
b = 10y + d fyrir eitthvad 0 < d < 9. Pa faum vio jofnunar:

x+ 10y +d =222 og 10x+ 3+ y = 500.

Ljost er a0 a og b eru i mesta lagi priggja stafa tolur sem gerir x og y ad 1 mesta lagi
tveggja stafa tolum. Af seinni jofnunni ma sja a0 seinni tolustafur y er 7 og par ad
auki ad fyrri tolustafur x getur bara verid verid 3 eda 4. Enn fremmur sést af fyrri
jofnunni ad fyrri tolustafur y getur bara verid 0,1 eda 2 en 2 kemur ekki til greina af
bvi z > 30. Ef fyrri tolustafur y er 0 gildir

22 =24+ 10y+d<xz+179

sem getur ekki gengid pvi x er i mesta lagi tveggja stafa tala. Par med er ljost ad
y = 17. Seinni jafnan gefur pa x = 48 og begar x og y eru pekkt gefur fyrri jafnan
d = 4. Par med er eina lausnin a = 483 og b = 174 og ba eru jofnurnar uppfylltar pvi
174 4 48 = 222 og 17 + 483 = 500.

Lausn 2. Litum x og y vera eins og i fyrri lausninni. Deemid gefur okkur einnig
a0 x4+ 10y +d = 222 og 10z + 3+ y = 500. Me0 pvi a0 margfalda seinni jéofnuna med
10 og draga pa fyrri fra henni faest ad 99x + 30 — d = 4778.

Tokum afganga beggja hlidanna pegar deilt er med 9 og faum a0 d hafi afganginn
4 begar deilt er med 9. Par sem 0 < d <9 faest ad d = 4. P4 hofum vio tveer 6jofnur
i tveimur 6pekktum staeroum og getum leyst beint. Jofnurnar eru = + 10y = 218 og
10z + y = 497, svo 99y = 2180 — 497 = 1683, sem gefur loks y = 17. Par med ma
stinga inn fyrir y og fa x = 48. Par med faest lausnin a = 483, b = 174.
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17. Marteinn wetlar ad bia til tening eins og 4 mynd
ur nokkrum butum af vir sem hann beygir og kenn-
aratyggjoi. Hann vill hafa teninginn pannig ad ekki
sé meira en einn vir & hverri brin teningsins. Hver
er minnsti fjoldi virbtta sem hann getur framkveemt

pbetta med? Til hagri er synt hvernig Marteinn gaeti ﬂ

smidad teninginn med 6 virbutum.

Lausn. I hverjum hornpunkti meetast prjar hlidar. Par geta annadhvort meest
prir endar & virum, eda einn virendi asamt 6drum vir sem liggur medfram horninu.
Pad eru 8 hornpunktar a4 teningnum, svo pad eru ad minnsta kosti 8 endar & virum.
Hver vir hefur tvo enda, svo virarnir eru ad minnsta kosti 4. Ein margra leida sem
Marteinn getur smidad teninginn ur fjérum virum er synd & mynd.

pat

18. Finnid oll foll f: R — R pannig ad um 6ll z,y € R gildi:

fla+ fy) =2 +22f(y) + f(y°)

Lausn. Latum z+— —f(y). P4 verdur fallajafnan

FO)= (W) =2fW)? + fW°) = fF(*) — fy)?

Setjum y — 0 og faum f(0) = f(0) — £(0)? sem gefur f(0) = 0. Stingum y + 0 {
upphaflegu jofnuna og faum beint ad f(z) = 22
Ef x,y € R ba er

(z +y°)° =2+ 22> + y* = 2 + 22y + (v°)°

svo f: R = R, z+ 22 er lausn.

19. Latum ABC vera rétthyrndan prihyrning med rétt horn i B. Latum M vera
midpunkt striksins BC'. Latum /¢ vera linuna gegnum C' hornrétt & linuna
BC. Punkturinn D er & linunni ¢ pannig ad ZAMD sé rétt. Synid ad
halflinan AM sé helmingalina hornsins ZBAD.
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Lausn 1. Litum E vera speglun D um M. Nu er B spelgun C um M svo
prihyrningurinn AM BE' er speglun prihyrningsins AMCD um M. Par sem hornid
ZMCD er rétt pa er ZM BE lika rétt. N er ZM BA rétt svo linan AB og linan EB
er sama linan, pad er E liggur & linunni AB.

Nu eru strikin M D og MFE jafnlong og strikio M A er jafnlangt sjalfu sér. Par
sem hornid0 ZAMD er rétt pa er pa0 jafnstért grannhorni sinu, ZAME. Pvi sést
a0 hornin ZMAD og /MAFE eru jafnstér. Par sem M er miopunktur striksins DF
ba liggja D og E sitthvoru megin vid halflinuna AM. Pvi feest ad halflinan AM er
helmingalina hornins ZFEAD.

Par sem AAMEFE er rétthyrndur prihyrningur meo rétt horn 1 M og linan BM er
hornrétt &4 langhlidina, linuna AFE ba liggur B 4 milli Aog E. Pvier /BAD = /EAD.
Vio hofum pvi synt a0 halflinan AM sé helmingalina hornins /BAD.

Lausn 2. Litum ¢ vera snistrikkunina pannig ad (b(ﬁ) = M( % Sniningspattur
¢ er snuningur um rétt horn.

s\

7 —> _‘_>
Latum D’ vera punktinn pannig ad CD" = ¢(BM). P4 er CD'" hornrétt & BM

svo linan CD’ er hornrétt 4 linuna BC.
Nu er

D' = MC +CD' = §(AB) + 6(BM) = 6(AB + BM) = 6(AM)

SVO W er hornrétt a 1_4—]\7 , bad er linan M D’ er hornrétt & linuna AM. Pvi er
D' = D. Vid héfum pvi ad ¢(AM) = MD

Latum 1 vera snistrikkunina pannig ad ¢ ( 1@ AM Par sem M er miopunktur
strikins BC' ba er M ‘_8 BM. Nu vixlast snustrikkanir i sléttunni svo vid faum

$(AM) = $(V(AB)) = Y($(AB)) = H(MC) = p(BM)

Vio faum pvi

G(AM) = (AB + BM) = w(AB) + (BM) = AM + MD = AD

pad er AD = ¢(¢(1@)) Sér 1 lagi feest ad tvofaldur snidingurinn sem tekur
halflinuna AB 1 halflinuna AM tekur halflinuna AB i halflinuna AD. Pvi er halflinan
AM helmingalina hornsins ZBAD.
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